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Abraquadrata

Algebraische Behandlung magischer Quadrate

Magische Quadrate sind Zahlenquadrate mit der Eigenschatt,

dass die Summen der Zahlen in jeder Zeile, Spalte und i
Diagonale den gleichen Wert annehmen. In dieser Arbeit
wurden magische Quadrate algebraisch untersucht und Luciana Marconi (2001),
dabei neun hinreichende Bedingungen fiir deren Entstehung Realgymnasium Ramibuhl,
gefunden. Diese Resultate verifizieren und verallgemeinern Zdilen
einerseits bekannte Einfiillmethoden und bieten andererseits Eingang der Arbeit:
den LeserInnen die Moglichkeit, eigene zu entwickeln. 06.12.2022
Arbeit angenommen:

14.03.2023

(\




Abraquadrata

Algebraische Behandlung magischer Quadrate

1. Einleitung

Magische Quadrate faszinieren die
Menschheit bereits seit Jahrtausenden.
Das ilteste bekannte magische Quad-
rat stammt aus dem alten China. Die
Legende besagt, dass es dem Kaiser
Yu (2205-2198 v.Chr.) wahrend eines
Bootsausflugs auf dem Riicken der heili-
gen Schildkréte Hi erschienen sei. Die-
ses sogenannte ,Lo Shu“-Quadrat war
ein wichtiger Bestandteil der alten chi-
nesischen Philosophie und Geographie.
Die Zahlen wurden nach dem ,yin-
yang“-Prinzip analysiert und den fiinf
Elementen, auf welchen die Philoso-
phie basierte, zugeordnet. Man glaubte,
damit Vorhersagen machen zu kénnen
und Weltphdnomene zu erklaren [1].

Magische Quadrate hatten nicht nur im
alten China eine grosse Bedeutung. In
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Indien wurden magische Quadrate auf
Winde von Tempeln gezeichnet und
ihnen wurden positive magische Kraf-
te zugeschrieben [2]. Neben Religionen
und Kulturen beschiftigten sich auch
bertthmte Wissenschaftler wie Benja-
min Franklin (1706-1790) oder Leon-
hard Euler (1707-1783) intensiv mit ma-
gischen Quadraten. Auch in der Kunst,
zum Beispiel in Albrecht Diirers (1471-
1528) Werk ,Melancolia“ (1514) oder in
einem der beriihmtesten Werken der
deutschen Literatur, ,,Faust® (1808) von
Johann Wolfgang von Goethe (1749-
1832), kann man ein magisches Quad-
rat antreffen [3]. Es war jedoch fiir viele
Leute nicht genug, zu wissen, dass ma-
gische Quadrate existieren, sie wollten
wissen, wie man sie selbst herstellt.
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Ein magisches Quadrat n-ter Ordnung
ist ein Quadrat bestehend aus n Zeilen
und n Spalten, in dessen Felder die na-
tiirlichen Zahlen von 1 bis n” eingefiillt
werden, sodass die Summe aller Zah-
len in jeder Zeile, Spalte und den beiden
Diagonalen gleich ist (Abb. 1).

Man kann diese sogenannte magische
Zahl M berechnen, indem man die
Summe aller Zahlen von 1 bis n? durch
n teilt. Also gilt:

.
1 1 n*(n*+1)
M = Zx =
i=1

n 2
_n(n’+1)
==
Magische Quadrate koénnen durch
verschiedene algorithmische

Einfillmethoden hergestellt werden.
Das heisst, dass man in ein leeres
Quadrat die Zahlen 1 bis n? nach einem
bestimmten Muster einfillt, welches
schliesslich zu einem magischen
Quadrat fithrt. Einige dieser Methoden
wurden vor tausenden von Jahren
bereits niedergeschrieben [4].

Spéiter werden wir noch auf zwei
Algorithmen, die ,Knight’s
move method“ und die ,De la Loubére
Methode®, nédher eingehen. Das Ziel
dieser Arbeit ist es, magische Quadrate
anhand der Algebra zu analysieren,
zu verstehen wie man sie herstellt und
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weshalb diese Methoden funktionieren.
2. Methodik

Um magische Quadrate im Allgemei-
nen algebraisch untersuchen zu koén-
nen, gehen wir in drei Schritten vor:
Zunichst wird die Ringtheorie einge-
fihrt, dann werden die Variablen de-
finiert, mit welchen wir einen Einfill-
algorithmus beschreiben kénnen und
schliesslich wird eine bijektive Funk-
tion zwischen den Quadratfeldern und
den einzufiillenden Zahlen definiert.
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2.1 Schritt 1:
Restklassenring Z/nz [5]

Eine Restklasse modulo # ist die Men-
ge aller ganzen Zahlen, die bei der Di-
vision durch n denselben Rest aufwei-
sen. Um zwischen einer Zahl und einer
Restklasse unterscheiden zu konnen,
habe ich in meiner Arbeit alle Restklas-
sen liberstrichen dargestellt.

Beispiel:
Restklasse von 3 (modulo 5):
3={...,,-2,3,8,13,18, ...}

Die Restklassen kann man miteinan-
der addieren und multiplizieren, indem
man ihre Reprasentanten addiert bezie-
hungsweise multipliziert und davon die
Restklasse bestimmt.

In der Algebra ist ein Ring (R, +, )
eine Menge R mit zwei Operationen +
und -, welche die folgenden Bedingun-
gen, die sogenannten Ringaxiome, er-
tullt:

1. (R, +) ist
Gruppe. Das heisst, es gilt:

eine kommutative

a) Abgeschlossenheit
Vabe R: a+be R

b) Assoziativitét
Vab,ce R:
a+b+c =@+b+c

¢) Neutrales Element
Je€ R:a+e =a Va €R

d) Inverse Elemente
Vae R 3(-a) € R:
a+(-a) = e

e) Kommutativitat
VYa,be R:a+b =b+a

2. (R, -) ist eine Halbgruppe. Das be-
deutet, dass (R, -) die Abgeschlos-
senheit (a) und Assoziativitit (b) er-
fullt.

3. Distributivgesetz
Va,bc€e R:
a-b+c)=a-b+a-c
und
(a+b)-c=a-c+b-c

Die Menge aller Restklassen modulo #
bildet mit der Addition und Multipli-
kation einen Ring, den Restklassenring
Z/n”Z.

Beispiel: Der Restklassenring modulo 5

istZ/57:={0,1,2,3,4}.

Da Z/nZ ein Ring ist, ist das multipli-
kative Inverse nicht immer gegeben, es
gilt ndmlich:

Satz [5]: Eine Restklassea € Z/nZ
ist invertierbar genau dann,
wenn ggT(a,n) = 1.

Also bedeutet das, dass man nur
durch a teilen darf, wenn a und # tei-
lerfremd sind.

Ein magisches Quadrat n-ter Ordnung
besitzt pro Zeile und pro Spalte n Fel-
der. Um die Berechnung der Koordi-
naten eines Eintrages zu erleichtern,
werden die Zeilen- und die Spaltenko-
ordinaten mit einem Restklassenring
modulo n identifiziert (siehe Abb. 2).
Die Koordinaten (T, n + 1) entsprechen
dann zum Beispiel (1, 1).

2.2 Schritt 2:
Definitionen von Variablen

Bei allen Berechnungen gelten die Be-
zeichnungen aus Tab. 1.

Die Variablen g, b, s und t definieren die
Einfiillmethode eindeutig, werden am
Anfang gewihlt und bleiben dann bis
zum Schluss konstant.
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Abb. 1: Magisches Quadrat 5-ter Ordnung. Jede Zeile,
Spalte und die beiden Diagonalen besitzen dieselbe
Summe, z.B.: blaue Zeile: 8 + 22 + 11 + 5 + 19 = 65. @
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Abb. 2: Beschriftungen im Quadrat
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2.3 Schritt 3: Zuordnung
Zahlen und Felder

Im Folgenden wird schrittweise eine Funktion definiert, die
einer Zahl x € { } ein Zahlenpaar (y,z) zuordnet,
wobei y,z € {0, ..., n — 1}. Aus Notationsgriinden betrach-
ten wir x — 1 anstatt x. Diese Funktion, die wir ¢ nennen, er-
fullt folgende Eigenschaft:

x=1=yn+z

1, ..., n?

woraus folgt:
x =yn+z+1

In Worten ausgedriickt, ist y der Ganzzahlquotient und z der
Rest bei der Division von x — 1 durch #n.

Die formale Definition von ¢ lautet:
p:{1,...n°} — {02 |yz€ {0,1,....,n—1}}

x— gz = (55 =D -n-[551])
Beispiel:

X — 2
1 — (0,0)
2 —> (0,1)

2n+4 — (2,3)

n*— (n-1,n-1)

Anhand dieser Formel kann man jedem x nun genau ein Zah-
lenpaar (y,z) zuordnen und umgekehrt, also ist ¢ eine bijek-
tive Funktion.

Das nichste Ziel ist nun, die Koordinaten des Feldes, in wel-
ches eine Zahl x eingefiillt wird, durch den Schritt (a,b) und
Sprung (s, t) als Funktion der Startkoordinaten ( io, jo) darzu-
stellen. Diese Funktion 7 ist wie folgt definiert:

n:{2)| .z € {0,1,....n - 1}} — {(@,¥)| 4,7 €Z/nZ}

0,2) — (LTV) = (i0+ (z = y)a+ys,j,+ (2= y)b+ yt)
Beispiel:

(00) = (ipf)

(0,1) » (i, +a,j,+ b)

(0.2) ~ (i, +2a,j, +2b)

(2.3) = (i, +a+2s,j,+b+2tf)

(n— 1,n— 1) - (i0+(n— Ds,j, + (n — 1)t)
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Um den Vektoren aus Restklassen, die als Resultate der Funk-
tion # vorkommen, ein konkretes Feld im Quadrat zuordnen
zu konnen, braucht es eine weitere bijektive Abbildung:

0:{(ir, V)| u,v € ZInZ} — {(i-j)| irj € {0,1,...,n—1}}
(u,v) — (i,j) = (Standardreprisentant von u,

Standardreprisentant von v)

All diese Funktionen lassen sich nun zu einer Abbildung ver-
kniipfen, die jeder Zahl ihr zugehoriges Feld im Quadrat zu-
ordnet.

pone0:{1,....,n*} — {(i,j)| ij € {0,1,....n—1}}
X — (i,j)

Wir wissen bereits, dass ¢ und 0 bijektive Abbildungen sind.
Da in jedem Feld des Quadrates jeweis nur eine Zahl stehen
darf und umgekehrt auch jede Zahl nur in einem einzigen
Feld stehen kann, muss noch gezeigt werden, dass 7 bijektiv
ist, sodass schlussendlich die Zuordnung einer Zahl zu ihrem
Feld als Verkniipfung bijektiver Funktionen in beide Rich-
tungen eindeutig ist.

Satz: Sei ggT(at — bs,n) = 1. Dann gilt, dass n bijektiv ist.
Beweis:
Zunichst beweisen wir die Injektivitit der Funktion.

Seien (,2),(y,z) € {0,1,....n—1}>. Wir nehmen an

nw-z) = n(y,7), dann gilt:

I i+ @z-yatys =i+ (Z-y)a+y’s
ID) JotE=yb+yt = j +(Z-y)b+y't

Die Gleichungen (I) und (II) lassen sich umschreiben zu:

—
O (=D -O-)a+r-y)s =0
Im*  (-2)-(-y)b+(y-y)t = 0
Wir l6sen das GLS auf.

~(=y)bs+(y-y)at = 0
<=> j—
(at=bs)(y-y) = 0.

Da per Annahme ggT(at — bs,n) = 1 ist, existiert das mul-
tiplikative Inverse (at — bs)™'. Wenn man dies nun von links

dazu multipliziert, folgt y—y = 0, also y = 7 Da gilt
0 <yy <n-1l,gitalsoauchy = y'

Da wir nun wissen, dass y = y’ gilt, kann man (I) und (II)
auch umschreiben zu

o
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(z-2)a

(z-2)b =

(I)X—)ﬁ-
(II)**

I
ol ol

Wir 16sen auch dieses GLS auf.

z-2)(at-bs) = 0.

Da wieder per Annahme gegeben ist, dass (/)

Tab. 1: Ubersicht iiber die verwendeten Bezeichnungen.
Es giltimmern € N

Schreibweise

Bedeutung

Koordinaten eines Feldes, 0 < /,j < n-1.

man durch (at - bs) teilen darf, folgt

T I
z—2Z =0, also z = Z und da auch Uorlo)

Koordinaten des Anfangsfeldes, in welches die
Zahl 1 eingefullt wird.

wieder gilt 0 < 2z, Z < n—1 kann man
also schliessen, dass z = 2’ gilt. i

Zahl, welches ins Feld (/,/) eingefiillt wird.

a,b
Somit ist die Injektivitét gezeigt. Die Sur- (a:b)

jektivitat folgt aus der Tatsache, dass der
Definitions- und Wertebereich dieselbe
Kardinalitat haben.

Schritt: Durch vektorielle Addition vom Schritt
zu den vorherigen Feldkoordinaten werden die
Koordinaten des Feldes berechnet, in welches
die nachste Zahl eingeflillt wird. Dabei gilt:
a,b €.

(s.t)
Somit ist # bijektiv. ]

3. Summen berechnen

Sprung: Wenn das durch den Schritt definierte
Feld bereits besetzt ist, berechnet man durch
vektorielle Addition des Sprunges das nachste
Feld. Dabei gilt: s,t € Z.

3.1 Zeilensumme

In einem magischen Quadrat werden alle Zahlen einer belie-
bigen Zeile addiert, wobei jede dieser Zeilensummen densel-
ben Wert besitzen muss. Beim Betrachten einer bestimmten
Zeile bleibt die j-Koordinate konstant, wiahrend sich die i-Ko-
ordinate von Summand zu Summand unterscheidet.

Da j konstant bleibt, sucht man nun Darstellungen von y
und z, welche von i abhingig sind, um spéter zu untersuchen,
wie sie sich verhalten, wenn i verdndert wird. Dazu muss wie-
der angenommen werden, dass ggT(at — bs,n) = 1 gilt.

Es gilt:

ney) = (i,j) =
(¥ @E=pa+ys.j,+ @-nb+yt)

daher folgt:

(I) i—i+t(@E-yatys =
(I1) j=JytE=-yb+yt

oSl ol

Wir lésen nun das GLS auf und beriicksichtigen
dabei die Annahme, dass (af — bs) invertierbar ist. Daraus
folgt:

—
- (@G- - b)) =
= (t=b)(i-i)-G-a)(j-}j))  (at-bs)"

IS S
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Wir untersuchen nun das Verhalten von y und z, wenn i ver-
andert wird.

Satz: Seien ggT(b,n) = 1 und ggT(b —t,n) = 1, dann sind
die Abbildungen i — y und i — z injektiv.

Beweis:

Seieny,y,z,7 € Z/nZ.

Angenommeny = y' undz = 2/, dann gilt:
y =y
= bi-i) =10

Da per Annahme ggT(b,n) = 1 und somit b invertierbar ist,
folgt: 7 = 7.

Ausserdem gilt:

=

S (o Ry W ey

Auch hier nutzt man die Invertierbarkeit von (b — ), wel-
che durch die Annahme ggT(b - f,n) = 1 gegeben ist. Also

’

gilt: 7 = 7.

Somit ist gezeigt, dassi —> )_lundzT +— z injektiv sind. W

Zahlen «x,
Zahlen von 0 bis

(G

diesem Satz dass fur alle

Zeile

Aus
die in einer

folgt,
stehen, alle
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n — 1 genau einmal sowohl als y- als auch als z-Wert vorkom-

men. Da jedes x definiert ist durch x = yn + z + 1, ldsst sich
die Summe aller Zahlen in einer beliebigen Zeile folgender-
massen berechnen:

n-1 n-1 n-1
wa = n2y+ Zz+ n
i=0 y=0 z=0
_n(n—l)n + (n-Dn n
h 2 2
n(n®+1)

2

Dies entspricht genau der in der Einleitung berechneten ma-
gischen Zahl M. Zusammengefasst heisst das also, wenn die
Bedingungen

ggT(at — bs,n) = 1

ggT(b,n) = 1
ggT(b-t,n) =1

erfiillt sind, entspricht die Summe aller Zahlen in einer belie-
bigen Zeile der magischen Zahl. Dabei kann das Anfangsfeld
( i jo) frei gewahlt werden.

3.2 Spaltensumme

Eine analoge Untersuchung kann man auch fiir die Spalten-
summe vornehmen. Bei der Betrachtung einer beliebigen
Spalte bleibt nun die i-Koordinate erhalten, wahrend sich der
j-Wert von Feld zu Feld verandert. Man beschreibt wieder y
und z in Abhéngigkeit der sich verindernden Variable, hier j,
und zeigt anhand analoger Rechnungen und Uberlegungen
des vorhergehenden Unterkapitels, dass die Summe aller Zah-
len, die in einer beliebigen Spalte stehen, unter den Bedin-
gungen

ggT(at — bs,n) = 1

ggl(a,n) = 1

ggl(a—-sn) =1

der magischen Zahl entsprechen. Auch hier darf das An-
fangsfeld (io, jo) beliebig gewdhlt werden.

3.3 Hauptdiagonalsumme

Die Hauptdiagonale (von links unten nach rechts oben) soll
dasselbe Phianomen wie die Zeilen und Spalten aufweisen. Im
Gegensatz zur Addition der Zahlen einer Zeile oder Spalte
bleibt bei der Betrachtung der Hauptdiagonalen weder die i-
noch die j-Koordinate konstant. Man kann jedoch eine ande-
re Beobachtung machen, es gilt ndmlich: i = j fiir alle Felder
auf der Hauptdiagonalen.

©
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Wir ersetzen also jedes j durch i und suchen schliesslich Dar-
stellungen von y und z, welche von i abhingig sind. Dazu
kann man in der y- und z-Darstellung aus Kapitel 3.1 und
3.2 alle j durch i substituieren und erhalt:

(ila=b)+bi —aj) - (at = bs)™!
= (la-s+t-b)—it-b)+j(s-a)-(at-bs)"

ST
Il

Wieder kann man zeigen, dass sich die Abbildungen i — y
undi — z injektiv verhalten. Um zu zeigen, dass die Sum-
me aller Hauptdiagonalelemente M entspricht, nehmen wir
folgende Voraussetzungen an:

ggT(at - bs,n) = 1

ggT(a-b,n) =1

ggT(a-s+t-bn) =1

Auch in diesem Fall wird keine Bedingung an das Anfangs-
feld gestellt.

3.4 Nebendiagonalsumme

Bei der Nebendiagonalen (von oben links nach unten rechts)
bleibt ebenfalls weder die i- noch die j-Koordinate konstant,
jedoch kann man in diesem Fall ]_ substituieren durch =7 — 1.
Dadurch erhilt man:

y = (-ila+b)+bi -aj~a)-(at-bs)"
Z= (—i(a—s+b—t)—io(t—b)+j0(s—a)+s—a)-(at—Bs -!

Analog zu den Uberlegungen bei den Zeilen, Spalten und
der Hauptdiagonalen zeigt man, dass unter den Bedingun-
gen

ggT(at — bs,n) = 1

ggT(a+b,n) =1

geT(a-s+b-tn) =1

die Summe aller Zahlen, die sich auf der Nebendiagonalen

befinden, der magischen Zahl entspricht. Wieder ist das An-
fangsfeld frei wahlbar.
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3.5 Paritat vonn

Wenn man annimmt, dass n € N eine gerade Zahl ist, fiih-
ren die hergeleiteten Bedingungen an die Variablen 4, b, s und
t zu einem Widerspruch. Daher betrachten wir hier den Fall,
dass # eine ungerade Zahl darstellt.

4. Spezialfalle

Im ganzen Kapitel wird vorausgesetzt: n € N,n > 2 ungera-
de, ggT(at — bs,n) = 1.

Die Bedingungen

ggT(a—-b,n) =1

ggT(a-s+t-bn) =1

ggT(a+b,n) =1

ggT(a-s+b-tn) =1

welche in den Kapiteln 3.3 und 3.4 vorausgesetzt werden, da-
mit die Summen aller Zahlen auf der Haupt- und Nebendia-
gonalen M ergeben, sind stark einschriankend. Zum Beispiel
ein Diagonalalgorithmus (a = b = 1) féllt aufgrund dieser

Voraussetzungen weg. Im Folgenden werden Alternativen zu
diesen Bedingungen konstruiert.

4.1 Hauptdiagonale

Wenn die ersten beiden oben genannten Bedingungen nicht
erfiillt sind, dann gilt:
1. ggT(a-b,n) = g mitn = gn unda-b = gh
2. ggTa-s+t-bn) =g
mitn = gn unda-s+t-b = gh

Wobeig,g,n,n,h,h € Z
und ggT(n,h) = ggl(n,h) = 1gilt.

Satz: In diesem Fall gilt, falls i,i' € {0,...,n_— 1}, dass die
Abbildung i — y injektiv ist.

Beweis:

Seieny,y € Z/nZ. Angenommen y = y, dann gilt:
ila—b)-ia-b) = 0inZ/nZ.

Daraus folgt:

igh =igh +Ang fird € Z

— e

(i-iYh = An.

Man kann hier durch g teilen, da Z C Q gilt. Da
ggl(n,h) = 1 gilt, muss n_ein Teiler von i - i’ sein. Es
gilt per Annahme, —(n - 1) < i-i < n -1, also muss
i—i = Oundsomiti = i'gelten. Daraus folgt, dass y dann n_

verschiedene Werte annimmt. -

d
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Aus a-b=gh folgt, dass in Z/gZ gilt
a-b =0<>a = b.Alsoistyin Z/g Z konstant:

y = (ila=b) +bi —aj) - (at - bs)™*
=(i0—j0)~ s=D.

Das heisst, dass y die Werte y,y +g,....y, + (n,— 1)g, an-
nimmt, wobei y der kleinste y-Wert ist. Da0 < y < n—1
gilt, gibt es hochstens n_unterschiedliche y-Werte.

Zusammengefasst heisst das,
dassfiireink € Nmitl < k < g gilt:

Fallsi,i’ € {(k-Dn,....,kn_—1},dann folgtausi= i, dass
auchy = y gilt, also dass die Abbildung i + y injektiv ist.
Insgesamt durchlduft i folgende g Mengen:

(0,con =1}, {n, . 2n — 1}, ...,

{(g6 - 1) Mg oens &N, — 1}.

Fiir all diese Mengen wird i auf dieselben y-Werte abgebil-
det. Somit sind y,y +g,....y, +(n,—1)g, die einzigen
Werte, die y annimmt.

Nun untersuchen wir den y-Summenteil:
n-1

2ym=

i=0

= n(g6(yl +y tg + ..ty + (nG— l)gﬁ))

n -1
(s 20s))

nﬁ(n -

ngé(néyl + 62 1) g6>

()

Im Idealfall sollte die Summe
n*(n-1)

2
entsprechen, dann wiirde folgen:

_ &1
yl_ 2

und in Z/g_Z gilt dann:

D27 =(i-j) T-9"inZigZ
j_0+ G-D-2"in Z1g 7

o=
[

3[
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Analog kann man auch das Verhalten von z anhand der Va-
riablen ¢ ,n_und h untersuchen. Dabei sieht man folgendes
Ergebnis: Damit der z-Summenteil dem aus den vorherge-
henden Kapiteln entspricht, gibt es auch eine Bedingung ans
Anfangsfeld:

iy = j+G-0-2"inZ/g 7

Diese zwei neuen Bedingungen lassen sich zu einer zusam-
menfassen:

Satz: Die Hauptdiagonalsumme stimmt mit der ma-
gischen Zahl iiberein, wenn im Fall ggT(a-b,n) # 1
oder ggT(a—-s+t-bmn) #1 das Anfangsfeld die-
ser  Formel entspricht: i) = j +(s—1-2"in Zlg,Z,
wobeig, = kgV(g.8) = & - &

4.2 Nebendiagonale

Nun kann man noch die anderen beiden einschriankenden
Bedingungen betrachten. Es gilt dann:

1) ggl(a+bn) =gmitn = gnunda+b = gh
2) ggl(a-s+b-tn) =g

mitn = gn unda-s+b-t = gh
Wobei g, g, n,n,h,h € Z
und ggT(n,h) = ggT(n,h) = 1gilt.

Auch hier geht man ganz analog vor wie im Kapitel 4.1, ana-
lysiert das Verhalten von y und z und leitet somit eine Alter-
native fiir die nicht-erfiillten Bedingungen her. Das Ergebnis
dieser Untersuchung ist zusammengefasst in folgendem Satz:

Satz: Die Nebendiagonalsumme stimmt mit der ma-
gischen Zahl iiberein, wenn im Fall ggT(a+ b,n) = 1
ggT(a—-s+b-t,n) # 1 das Anfangsfeld die-
ser Formel entspricht: iy = (t+9)-27"=j -1 in Z/g Z,
wobeig, = kgV(g,8,) = & &

oder

5. Zusammenfassung der Bedingungen

Ein magisches Quadrat entsteht, wenn die folgenden Bedin-
gungen erfiillt sind:

1) ggT(at—bs,n) =1

2) ggT(b,n) =1

3) ggT(b-tn) =1

4) ggla,n) =1

5 ggT@-sn) =1

6) ggl(a-b,n) =1

7) ggT(a-s+t-bn) =1
8) ggl(a+bn) =1

9) ggT(a-s+b-tn) =1

©
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Dabei sind die einzelnen Bedingungen jeweils unabhingig
voneinander.

Eine Alternative ergibt sich, wenn die Bedingungen 6 und 7 -
bei gleichbleibenden Bedingungen 1 bis 5 — durch
i\ =j,+G6-b-2"%nz/g 7

ersetzt werden, und die Bedingungen 8 und 9 durch
ii=(G6+pn-2"-j-1inZ/gZ

6. Bekannte Algorithmen

In der Literatur findet man viele sehr alte und klassische
Methoden zur Erstellung eines magischen Quadrates. Zwei
davon sind die ,,De la Loubére Methode® und die ,,Knight’s
Move Method“. Diese konnen anhand der Bedingungen, die
in den vorhergehenden Kapiteln hergeleitet wurden, verifi-
ziert werden.

6.1 De la Loubére Methode [6]

Die ,,De la Loubére Methode“ wurde 1688 vom franzésischen
Diplomaten Simon De la Loubére von Thailand nach Euro-
pa gebracht. Sie lautet fiir ein magisches Quadrat n-ter Ord-
nung, wobei n ungerade ist:

1. Im mittleren Feld der obersten Zeile liegt die 1.

2. Die néchste Zahl kommt in das angrenzende Feld diago-
nal rechts oben.

3. Falls das nachste Feld besetzt ist, schreibt man die nichs-
te Zahl ins Feld, das eins unter dem zuletzt ausgefiillten
Feld liegt.

Ubersetzt in unsere Variablen heisst das:

(io’jo) = (nzl’” - 1)’

a=1b=1s=0,t = -1.

Dann gilt:

1) at-bs = -1

2) b=1

3) b—-t=2

4) a=1

5 a-s=1

6) a-b =0

7) a-s+t-b=-1
8) a+b =2

9 a-s+b-t=3

Die Bedingungen 1 bis 5 werden fiir alle ungeraden n er-
fullt. Die Bedingung 6 und 9 werden nicht fiir alle ungeraden
n erfillt.

o
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Nun kann anhand der Alternativbedingungen das passende
Anfangsfeld bestimmt werden:

i, =j+G=-0-2"=j+27

und

T -, - T T -
lO—(S+l')-2 —]0—1__2 _]0_1
Daraus folgt: j = n—1lundi = usl

Somit klappt die ,De la Loubére Methode“ und (*5*,n — 1) ist
das einzige Anfangsfeld, das man fiir alle #n ungerade benut-
zen kann, um mit den angegebenen Schritt- und Sprungvor-
gaben ein magisches Quadrat zu erstellen.

6.2 Knight's Move Method [4]

Anstatt die Zahlen diagonal einzufiillen, kann man auch die
»Knight’s move method“ anwenden, welche an den Zug des
Springers im Schach erinnert. Dabei bewegt man sich zuerst
zwei Felder in horizontaler Richtung und dann eines in ver-
tikaler Richtung.

Sei n ungerade und kein Vielfaches von 3 und seien
a=2b=1s=0,t =2 Danngilt:

1) at—-bs = 4

2) b=1

3) b-t=-1

4) a=2

5 a-s=2

6) a-b=1

7) a-s+t-b =23
8 a+b =3

9 a-s+b-t=1

Da n weder ein Vielfaches von 3 noch von 2 ist, sind alle Be-
dingungen fiir ein beliebiges n erfiillt, das den Voraussetzun-
gen entspricht.

Mit dieser Methode kann man also in einem beliebigen Feld
starten.

7. Konstruktion

Durch die Substitutionen e = a —sund f = b — t kann man
die gefundenen neun Bedingungen noch tibersichtlicher dar-
stellen.

1) ggT(af-be,n) =1
2) ggT(b,n) =1

3) ggT(fin) =1

4) ggT(a,n) =1

5 ggl(e,n =1

6) ggT(a-b,n) =1
7) ggl(e-fin) =1

8) ggT(a+bn) =1
9) ggl(e+fin) =1

Also werden zwei Zahlenpaare (a, b) und (e, f) gesucht, welche
die gleichen Bedingungen erfiillen. Dadurch wird die Suche
nach passenden Variablen deutlich vereinfacht.

8. Diskussion und Ausblick

Anhand der Algebra ist es gelungen, systematisch magische
Quadrate zu analysieren und Bedingungen herzuleiten, un-
ter welchen sie entstehen kénnen. Dariiber hinaus war es
moglich, anhand der Ergebnisse, Einfiillmethoden, die seit
Jahrtausenden bekannt sind, zu verifizieren und zu verallge-
meinern, da die meisten dieser Algorithmen ein bestimmtes
Anfangsfeld vorgeben und mit den gefundenen Bedingungen
alle passenden Anfangsfelder berechnen werden kénnen.

Die Analyse magischer Quadrate ist ein sehr grosses Themen-
gebiet, daher gibe es noch einige spannende Fragen, die man
untersuchen konnte. Zum Beispiel: Wie verhalten sich magi-
sche Quadrate gerader Ordnung? Wie viele verschiedene ma-
gische Quadrate n-ter Ordnung gibt es? Wie verhalten sich
nicht-lineare Einftillmethoden?
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